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1． 薄肉構造曲げの理論 

 
飛翔体構造で用いられる構造の断面は、材料力学で扱っている矩形、円形、

三角形などのように単純な形状でなく、また断面に対称軸がない、したがって

弾性主軸が未知な場合が多い。ここでは、一般的な形状の断面に曲げモーメン

トが作用した場合の曲げ応力の求め方を説明するが、材料力学における曲げ応

力の求め方を最初に概説する。 

 

１．１ 主軸まわりの曲げモーメントによる応力 

 

（１）曲げモーメントが一方向の場合 

図 1.1に示すように変形前の部材の軸方向に直交していた横断面ＡＢ、ＣＤ

は曲げモーメントＭを受けて変形した後も引き続き直交し、平面を保つ仮定は

曲げ変形があまり大きくない場合には充分正しい。 
図 1.2 のように、曲げモーメントを受ける前に互いに平行でdsだけ離れて

いた２つの横断面ＡＢ，ＣＤは正の曲げモーメントを受けてＡ’Ｂ’、Ｃ’Ｄ’のよ

うに傾き、部材の下側の面Ｂ’Ｄ’は縮み、上側の面Ａ’Ｃ’は伸びる。したがって、

その間に伸び縮みしない面ＮＮ’が存在し、その面を中立面(neural surface)、

この面と横断面との交線を中立軸(neutral axis)という。変形後のＡ’Ｂ’とＣ’

Ｄ’の延長線の交点をＯ、そこからＮＮ’までの距離（曲率半径）をρ、 
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＜ＮＯＮ‘＝diとする。曲げモーメントを受ける前に中立面より上方に y の

距離にあった長さdsの部分は、曲げモーメントを受けて図 1.2 に示すように

Ｐ’Ｑ’となるが、この場合のひずみεは、定義から 
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         (1.1) 

 

となる。 yは上方向を正としているので、ここで正と定義した曲げモーメン

トにより中立面より下側に圧縮ひずみ（縮む）、上側に引張りひずみ（伸びる）

を与え、応力はフックの法則から 

  

         ρ=ε=σ /EyE               (1.2) 

 
となる。応力もひずみと同じように中立軸から下側が圧縮応力、上側が引張り

応力となり、中立面上(y=0)では応力がゼロとなる。このように曲げモーメン

トを受けて、引張りと圧縮の垂直応力が発生するが、この応力を曲げ応力とい

う。 

この場合、曲げモーメントのみが作用しているが部材の軸方向に外力は作用

していないため、曲げ応力を断面全体に積分した値はゼロとなる。図 1.1に示
した部材横断面の中の微小面積dAを考えると 

 

         ∫∫ =
ρ

=σ
AA

ydAEdA 0   → ∫ =
A

ydA 0          (1.3) 

 
の結果が得られた。中立面や中立軸に関して断面内のどこにあるかを今まで示

さなかったが、この式は中立軸に関する断面一次モーメントがゼロ、すなわち

中立軸が断面の重心（材質が一様な場合は図心）を通ることを表している。 
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次に、曲げ応力による軸力の中立軸に関するモーメントの総和は、断面が受

ける曲げモーメントM とつりあうので、 

 

        ∫∫ ρ
=σ=

AA

dAyEdAyM 2  

 
ここで  

 
        ∫=

A

dAyI 2
                   (1.4) 

とおくと、 

 

 
ρ

=
EIM   または  

EI
M

=
ρ
1

                (1.5) 

 
が得られる。式(1.4)の I を断面の中立軸に関する断面二次モーメントといい、
断面の形状寸法が与えられれば計算で求めることができる。式(1.5)において、

はりの曲がり具合を表す曲率 ρ/1 はEI に反比例し、EI が大きい程小さくな

る。この曲げモーメントに対する部材の変形抵抗を EI 表し、曲げ剛性
（flexural rigidity）と呼ぶ 

式(1.2)と(1.5)からEとρを消去すると 

 

         y
I

M
=σ                   (1.6) 

 
が得られる。この式から部材に作用する曲げモーメントM と部材の断面二次

モーメント I を用いて、曲げ応力が求まる。曲げ応力は断面の中立軸から最も
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離れた場所で最大となり、上表面 1hy = で最大引張り応力 tσ 、下表面

2hy −= で最大圧縮応力 cσ  

 

1
1 Z

Mh
I

M
t ==σ     ( )

2
2 Z

Mh
I

M
c −=−=σ          (1.7a,b) 

ただし、 11 / hIZ =   22 / hIZ =              (1.8a,b) 

 

である。この 1Z 、 2Z を断面係数(modulus section)といい、断面二次モーメ

ントと同じように断面の形状寸法が与えられれば、計算で求めることが出来る。

この値が大きくなれば、曲げ応力は小さくなる。 

 

（２）断面二次モーメント 

部材の断面形状が与えれば、式(1.4)を用いて断面二次モーメントを計算で

きるが、ここでは構造部材として良く用いられ

る長方形断面と円形断面、さらに薄肉断面につ

いて、具体的に求めてみる。 
１）長方形断面 図 1.3 に示す幅b、高さhを
有する矩形断面の水平方向の中立軸（重心を通

る軸） z 軸に関する断面二次モーメントは、

bdydA = とおくと、式(1.4)を用いて 
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で与えられる。式(1.9)は重心を通る中立軸 z軸に関する値であるが、z軸に平
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行で長方形断面の下の z′軸に関して、断面二次モーメントを求めてみる。こ
の場合の積分範囲は 2/h− ～ 2/h から０～hに代わり 

 

     
3

0

22

3
1 bhbdyydAyI

A

h

z === ∫ ∫′            (1.10) 

 

となる。 zI と zI ′の間には、両軸間の距離を )2/( h=l 、長方形断面の面積

bhA = とすると 

 

      ( ) 3232

3
12/

12
1 bhhbhbhAII zz =+=+=′ l       

 
の関係がある。これを平行軸の定理という。 

 断面の重心を通る鉛直方向の y軸に関する断面二次モーメントは、図 1.3

で hdzdA = とおくと、次式となる。 

 

    
32/

2/

22

12
1 hbbdyydAzI

A

b

by === ∫ ∫−            (1.11) 

 
【例題 1.1】  

 図 1.4 に示す対称溝型材の重心を通る z

軸まわりの断面二次モーメント zI を求め

てみる。基準座標の原点を最下部の中央と

し、垂直方向に y軸、水平方向に z′軸をと 
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る。溝型材は左右対称なので y軸は重心を通る。左右をそれぞれ３つの部分

に分けて考える。表 1.1にしたがって、計算を進めると、 
z′軸から溝型材の図心までの距離 

)(3.21
207
4418 mm

A
yA

a
i

ii ===
∑
∑  

を得る。さらに各部分の重心 iy と z軸との距離 )( ayd ii −= が求められるの

で、各部分の z軸まわりの断面二次モーメントは、平行軸の定理を用いて求め
ると、最終的に z軸に関する断面二次モーメントは次にようになる。 

 

)(2 2
iiizz dAII += ∑ ′ )(10094.910548.42 444 mm×=××=  

     表 1.1 溝形材のｚ軸に関する断面二次モーメント計算表 

 

  各部の

断面積

各部の

重心の

座標 

各部の面

積モーメ

ント 

主軸 zか
らの距離

断面右半分部分に関する z軸ま
わりの断面二次モーメントの計

算 

i  iA

)( 2mm

 

 iy  

)(mm
ii yA  

 

 id
)(mm  

2
iidA

)( 4mm

 

izI ′  

)( 4mm  
izI ′ + 

2
iidA

)( 4mm

     

①  60 38.5 2,310  17.2 17,750 20× 3 3 /12

=45 

1.780 
410×  

②  111 18.5 2,054  -2.8  870 3 × 37 3 /12

=12,663 

1.353
410×  

③   36 1.5   54  -19.8 14,113 12× 3 3 /12

=27 

1.414
410×  

Σ    207  4,418  32,733 12,735 4.547
410×  
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次に重心を通る y軸まわりの断面二次モーメントは、表 1.2に沿って 

 
    表 1.2 溝形材のｙ軸に関する断面二次モーメント計算表 

 

 各部の 

断面積 

各部重

心座標 

  断面の右半分の y軸まわりの 

  断面二次モーメントの計算 

i  iA  

)( 2mm

'
iz  

)(mm  

 2'
ii zA  

)( 4mm  

  yiI  

  )( 4mm  

2'
iiyi zAI +  

)( 4mm  

①  60 22 2.904 410× 3×203/12=0.200×104 3.104×104 

② 111 13.5 2.023 410× 37×33/12=0.008×104 2.031×104 

③  36  6 0.130 410× 3×123/12=0.043×104 0.173×104 

Σ  207  5.057 410×      0.251×104 5.308×104 

 

計算すると上のようになり、断面二次モーメント yI は次のように求まる。 

  
442' 1062.10)(2 mmzAII iiyiy ×=+Σ=  

 
２）円形断面 図 1.5に直径 d の円形断面を示す。

円の中心を通り紙面に垂直な軸 pに関する断面二

次モーメントを最初に求めるが、この場合は極断面

二次モーメントと特別に呼ぶ。半径座標 r と
drr + で作る微小面積は rdrdA π2= で、極断面二

次モーメント pI は 

 
42/

0
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12 drdrrdArI
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p π=π== ∫ ∫   (1.12) 
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図 1.5円形断面 
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となるが、図 1.5に示すように 222 yzr += の式から、 

 
    yz

A A
p IIdAzydArI +=+== ∫ ∫ )( 222

         (1.13) 

 

で求めた結果と円形断面の場合は yz II = の関係があるため、結局円形断面の

断面二次モーメントは 

 

       
4

64
1

2
1 dIII pyz π===             (1.14) 

 

となる。内径 1d 、外径 2d の中空断面の場合は、積分範囲が 2/1d ～ 2/2d に

代わるため、断面二次モーメントは次式となる。 

 

      ( )4
1

4
264

1
2
1 ddIII pyz −π===          (1.15) 

 

３）薄肉円筒 内半径を 1r 、外半径を 2r 、厚さを 12 rrt −= 、平均半径を

2/)( 12 rrrm += とおくと、式(1.15)は次のようになる。 

 

    ( ) )
4

1(
4
1

2

2
34

1
4

2
m

myz
r
ttrrrII +=−== ππ        (1.16) 

 

特に )/( mrt <<１の場合、式(1.16)は次のように簡単になる。 
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    trII myz
3π==                     (1.17) 

 
【例題 1.2】  

 右図の薄肉円形断面（平均半径 mr ,肉厚 t）を有する        

長さ lの片持ちはりの先端に集中荷重Pが作用した場合、 

断面の最下点をθの原点として、断面の中立軸 zまでの 

範囲（ 0=θ ～90０）の曲げ応力を求めよ。 

 長さ lの片持ちはりの先端に集中P荷重が作用 

した場合の最大曲げモーメントは lpM −=max ,  

薄肉円形断面の断面二次モーメントは式(1.17)より、 

trI mz
3π= 、断面係数は ( ) ( )θπ cos// 3

mmz rtryIZ −== で与えられるので、 

曲げ応力は ( ) )/(cos/ 2
maxmax trpZM mπθσ l== で与えられる。 

 
４）図心を通る弾性非主軸に関する断面二次モーメント  図 1.6 において、

zy, 軸は図心を通る弾性主軸（対称軸）、 ξη, 軸は

同じく図心を通るが任意の直交軸とすると、幾何学

的関係から 

  

  θ+θ=ξ cossin zy  

θ−θ=η sincos zy         

を得る。 ξη, 軸に関する断面二次モーメント

は、主軸に関する断面二次モーメント zy II , （主軸に関する断面相乗モーメン

ト 0=yzI ）を用いて、次のように表すことができる。 

・

y

z

P

θ

η

ξ

zy

図 1.6図心を通る弾性非主軸  

ｒｍ 

t 

P 

θ 



10 

 
dAzydAI

A A
∫ ∫ θ+θ=ξ=η

22 )cossin(  

  ∫ ∫ ∫θθ+θ+θ=
A A A

yzdAdAzdAy cossin2cossin 2222  

  θ+θ= 22 cossin yz II                    (1.18a)         

θ+θ=θ−θ=η= ∫ ∫ξ
2222 sincos)sincos( yz

A A

IIdAzydAI     (1.18b) 

dAzyzydAI
A A
∫ ∫ θ+θθ−θ=ηξ=ηξ )cossin)(sincos(  

  θθ−= cossin)( yz II                     (1.18c) 

   

図心を通る弾性主軸 zy, 軸関して断面相乗モーメント yzI はゼロであったが、

非主軸の場合の ξηI はゼロにならない。 

 
【例題 1.３】 

図 1.7 のような平均半径 )300( mmrm = 、板厚 )1( mmt = からなる円筒が、

対称に８個の溝型材（例題 1.1の形状寸法）で補強され、この補強円筒殻に曲

げモーメント )101( 8 mmNM z ⋅×= が作用した場合の曲げ応力を求めてみる。

まず水平方向の中心軸 z軸に関する断面二次モーメント zI の計算を行う。 

45°
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図 1.7補強円筒 



11 

① 中 心 か ら 最 上 お よ び 最 下 の 型 溝 材 の 図 心 ま で の 距

mmtrrd m 8.280)3.2140(2/0 =−−−== なので、この場合の断面二

次モーメント（２つ）は 

   
242

01 8.280207210094.9 ××+×=+= AdII zz  

     
4710273.3 mm×=  

②斜めの型溝材（４つ）の断面二次モーメントは、 4/π=θ とすると、式(1.18b)

より 

   2/)(sincos 00
2

0
2

02 yzyzz IIIII +=θ+θ=′  

      2/10)62.10094.9( 4×+= 410857.9 ×=  

   ( ) 7222

0
2 1063.11991014.42/2072 ×=××=××= rAd  

   
47742

22 1064.11063.110857.9 mmAdII zz ×=×+×=+′=   

③左右の型溝材（２つ）の断面二次モーメント 3zI は 

      44
03 1062.10 mmII yz ×==  

④円筒だけの断面二次モーメントは、式(1.17)を用いて 

    
4733

4 1048.81300 mmtrI mz ×=××π=π=  

となる。全体の断面二次モーメントは、これらの和となる。 

  4321 242 zzzzz IIIII +++=  

    
7577 1048.810062.121064.1410273.32 ×+××+××+××=  

    
471061.21 mm×=  

最大および最小曲げ応力は上下点に生じ、次の値となる。 
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MPammNr
I

M
m

z

z
x 5.138/5.138300

1066.21
101 2

7

8

max ==×
×

×
==σ  

MPax 5.138min −=σ  

 

（３）曲げモーメントが二方向の場合 

図 1.8 に示すように任意の方向の曲げモーメン

トM が作用し、それを弾性主軸 zy, まわりに分解

して、曲げモーメント yz MM , を同時に受ける場

合を考える。断面内の任意の点ｐ ),( yx に生ずる

曲げ応力 xσ だ、二つの曲げモーメントによる応力

を加え合わせて 

 

   z
I

M
y

I
M

y

y

z

z
x +=σ                             (1.19) 

 

となる。ここで、 yz II , は、矩形断面の場合は式(1.9)と(1.11)で与えられてい

る。また、 yz MM , は２重矢印の方向にねじが進む場合の回転方向を正とす

ると、図 1.8の zy, 座標系の第１象限に引張り応力が生じる。式(1.19)の結果

は中実矩形断面のはりにかぎらず、曲げによって断面形状が変化しないように

必要充分な補強をはりの軸方向に設けるなら、一般の中空断面のはり(図 1.9)、

また一般の張殻構造(semi-monocoque structure)(図 1.10)の応力計算にも用

いることができることが実験的に確認されている。さらに断面寸法が軸方向に

変化しているテーパはり、はりが分布荷重を受けて軸方向に曲げモーメントが 

y

z

y

z

dA

o

M

zM

yM

図 1.8任意方向の曲

げモーメント 



13 

 

 

 

 

 

 

 

 
変化する場合、テーパの度合いがあまり大きくなく、断面の変形が起こらなけ

れば、考える断面付近で微小部分 x∆ をとれば、その部分では、ほぼ一定の曲

げモーメントを受ける一様断面と考えられるので、これらの場合の応力計算に

も近似的に式(1.19)を使うことができる。 

 

 

１．２ 弾性非主軸まわりの曲げモーメントによる応力 

  
断面形が対称軸を持つ場合にはこの対称軸が弾性主軸となり、この場合の曲

げ応力は前節の方法で計算することができる。航空機などの飛翔体構造要素の

断面形重心は求めることはできても、一般に対称軸がなく、したがって弾性主

軸が簡単に求まらないため、弾性非主軸まわりの曲げモーメントが作用した場

合の曲げ応力の計算式が必要となる。 

図 1.11 に示すように任意の形状断面の重心を

通るが、弾性主軸でない直交座標を ξ−η 軸とす

る。今までと同じように、曲げモーメントを受け

た後も断面は平面を保ち、x軸と直交すると仮定

する。曲げ応力 xσ は、 ξη xx , 面内での曲率を

ξη rr /1,/1 とおき、式(1.2)を参照すると 

・
Smax

Smin

N S

o

Mη

Mξ

M
N

θ

η

ξ

P( ),ηξ

y

z

y

z

図 1.10張殻構造 

図 1.11 任意形状の 

断面     
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図 1.9中空断面はり 
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   ξ+η=σ
ξη r
E

r
E

x                        (1.20) 

 

この曲げ応力から曲げモーメントを計算すると、 ξη, 軸まわりの曲げモーメン

ト ξη MM , の両方が生じる。 

   

 η
ξ

ηξ
ηξη

η +=ξ+ξη=ξσ= ∫∫∫ I
r
EI

r
EdA

r
EdA

r
EdAM

AAA x
2  

ηξ
ξ

ξ
ηξη

ξ +=ηξ+η=ησ= ∫∫∫ I
r
EI

r
EdA

r
EdA

r
EdAM

AAA x
2  

 

ここで、 dAI
A∫ ξ=η

2
と dAI

A∫ η=ξ
2
はηと ξ に関する断面二次モーメン

ト、 ∫ ηξ=ηξ A
dAI は断面相乗モーメントである。この両式から ηr/1 と ξr/1 を

求めて、式(1.20)に代入すると 

 

    ξ+η=σ
η

η

ξ

ξ

I
M

I
M

x                    (1.21) 

=ξM
)/(1

)/(
2

ξηηξ

ηηηξξ

−

−

III
MIIM

 =ηM
)/(1

)/(
2

ξηηξ

ξξηξη

−

−

III
MIIM
    (1.22a,b)  

 

任意形状の断面の図心を通る直交座標 ξ−η 軸に関する断面二次モーメン

ト、断面相乗モーメントと曲げモーメントが与えられれば、曲げ応力は式

(1.21)を用いて求めることができる。また、 ξη, 軸が弾性主軸（対称軸）の場
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ξ−o

合は、断面相乗モーメント 0=ηξI となり、この場合は ηηξξ == MMMM ,

となり、式(1.21)と(1.19)は一致する。 

次に、任意形状の断面の中立軸を求めてみる。中立軸は曲げ応力を受けない

点の軌跡であるから、式(1.21)の 0=σ x から 

 

 
( )
( )ξξ

ηη

ηξ

ξη
ξ−=ξ−=η

EIM
EIM

IM
IM

/
/

                 (1.23) 

 
と書くことができる。図 1.11 で   軸から時計方向まわりに中立

軸まで計った角度をθ とすると 

 

  

ηξ

ξη−=
ξ
η

−=θ
IM
IM1tan →

ηξ

ξη
=θ

IM
IM

tan            (1.24) 

 

と表される。断面の任意の点 ),( ξηP から中立軸までの距離を S は、図 1.11

から 

 

  )tan(cossincos θξ+ηθ=θξ+θη=S             (1.25) 

 
一方、式(1.21)は 

 

  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ξ+η=σ

ηξ

ξη

ξ

ξ

IM
IM

I
M

x  

 
と書き改めた後、式(1.24)を代入すると 
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  ( )θξ+η=σ
ξ

ξ tan
I

M
x  

 

となる。上式の )tan( θξ+η に式(1.25)の S と =θcos

5.02

1

−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ηξ

ξη

IM

IM
を

代入すると、 

 

 
ξ

ξ=σ
I

M
x S

IM

IM
5.02

1
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ηξ

ξη
                (1.26) 

 
を得る。つまり、「曲げ応力は中立軸からの距離 sに比例する」という断面の
主軸に関する曲げの法則が、一般の曲げモーメントと一般座標系にも成り立つ。

このことから断面における最大と最小の曲げ応力は、中立軸から最も離れた点

で生じる。したがって、図 1.11 で示す minmax , SS を求めて式(1.26)に代入す

れば、最大と最小の曲げ応力を決定できる。 

 

 

１．３ 任意形状断面の弾性主軸 

y'
y

z
z'z'o'

y'

oz0

y0

ξ

η

θ

(ξ,η)

図 1.12任意形状の断面 
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図 1.12 に示す任意形状の断面の重心、弾性主軸およびその軸まわりの断面

二次モーメントの求め方を、以下に示す。まず始めに、 zy ′′, 軸は任意にとっ

た直交座標とし、微小面積を dAとすると 

 

断面積： ∫∫= dAA   

断面一次モーメント： ∫∫ ′=′ dAzS y   ∫∫ ′=′ dAySz   

断面二次モーメント： ∫∫ ′=′ dAzI y
2
 ∫∫ ′=′ dAyI z

2
 ∫∫ ′′=′′ dAzyI zy  

が計算でき、断面の重心は次式で与えられる。 

 

   ASy zo /′=    ASz yo /′=              (1.27) 

 

次に重心を通り y′軸に平行なη軸、 z′軸に平行なξ 軸まわりの断面二次モ

ーメントは、 oo yyzz −′=η−′=ξ , より、 

AzIdAzzdAI oyo
222 )( −=−′=ξ= ′η ∫∫∫∫  

AyIdAyydAI ozo
222 )( −=−′=η= ′ξ ∫∫∫∫  

AzyIdAzzyydAI oozyoo +=−′−′=ηξ= ′′ηξ ∫∫∫∫ ))((     (1.28a～c) 

 

となる。断面の主軸を求めるために、 ξη, 軸とθ傾いた zy, 軸を考え、この

軸回りの断面二次モーメントを求める。図 1.12から 

 

  θξ+θη= sincosy        θξ+θη−= cossinz  
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の関係を次式に代入すると 

 

  dAdAyI z ∫∫∫∫ θξ+θη== 22 )sincos(   

    θθ+θ+θ= ηξηξ cossin2sincos 22 III  

    2/)( ηξ += II θ+θ−+ ηξηξ 2sin2/2cos)( III  

  dAdAzI y ∫∫∫∫ θξ+θη−== 22 )cossin(  

    θθ−θ+θ= ηξηξ cossin2cossin 22 III  

    2/)( ηξ += II θ−θ−+ ηξξη 2sin2/2cos)( III  

  ∫∫ ∫∫ θξ+θη−θξ+θη== dAyzdAI yz )cossin)(sincos(  

    θ−θθ−= ηξξ
2sincossin II θ+ ηξ

2cosI θθη cossinI+  

    θ+θ−= ηξξη 2cos2/2sin)( III  

 

が求まり、 zy, 軸が主軸になるための条件、 0=yzI から 

 

  )/(22tan ηξηξ −=θ III                    (1.29) 

 
を得る。これから 4/4/ π≤θ≤π− とした場合の 

 

2
2

2
2

2sin

ηξ
ηξ

ηξ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=θ

I
II

I
   

2
2

2
2

)(
2cos

ηξ
ηξ

ηξ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

−
−=θ

I
II

II
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を代入すると 

 

 
2

2

22 ηξ
ξηξη +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

+
= I

IIII
I y                (1.30a) 

2
2

22 ηξ
ξηξη +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

+
= I

IIII
I z                (1.30b) 

 

を得る。任意形状断面の図心を通る直交座標 ξη, に関する断面二次モーメント

のが既知の場合に、その値を用いて式(1.29)から弾性主軸の位置、式(1.30)か

ら弾性主軸まわりの断面二次モーメントがそれぞれを求まる。 

任意形状断面に曲げモーメントが作用した場合に、曲げモーメントを弾性主

軸まわりの成分 zy MM , に分解し、式(1.30)を用いて断面二次モーメントを計

算した後、式(1.19)を用いれば曲げ応力を求めることができる。 

あるいは ξη, 軸まわりに曲げモーメントを分解し、 ξη, 軸まわりの断面二次

モーメントを計算した後、式(1.21)を用いれば、やはり曲げ応力を求めること

ができる。 

 
【例題 1.４】 

図 1.13 に示す翼断面曲げ応力を求める

問題を考える。 

翼型を決める基準線に沿って y′軸、翼

の前縁を通り y′軸に垂直に z′軸をとり 

多くの部分に分割して、各部分の断面積を )( iii stA ∆=∆ と図心位置 ),( ′′
ii zy

を求め、表 1.3 に従って計算を進めると式(1.27)より図心 ),( oo zy が求まり、

t Δs

z'

y'

図 1.13翼断面 
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次に式(1.28)を用いて ηξ, 軸まわりの断面二次モーメントが求まる。そこで外

から与えられた曲げモーメントを ηξ, 軸に分解し、式(1.21)と(1.22)を用いれ

ば曲げ応力を求めることができる。あるいは図 1.13 の弾性主軸の方向と主軸

まわりの断面二次モーメントを式(1.29)と(1.30)を用いて求めれば、式(1.19)

から曲げ応力を求めることもできる。 

 

 
         表 1.3 翼断面における諸量の計算 

 

1 
'
1y  '

1z 1A∆ '
11 yA∆  '

11zA∆  2'
11yA∆

2'
11zA∆  

'
1

'
11 yzA∆  

2 
'
2y  '

2z 2A∆ '
22 yA∆ '

22 zA∆ 2'
22 yA∆

2'
22 zA∆

'
2

'
22 yzA∆  

M   M   M   M     M     M     M     M      M  

i  '
3y  '

iz iA∆  '
ii yA∆  '

ii zA∆  2'
ii yA∆

2'
ii zA∆  

''
iii yzA∆  

M   M   M   M     M     M     M     M      M  

n  '
ny  '

nz nA∆ '
nn yA∆ '

nn zA∆ 2'
nn yA∆

2'
nn zA∆

''
nnn yzA∆  

Σ    A   zS ′   yS ′    zI ′    yI ′    yzI ′′  

 

 

１．４ はりのたわみ変形 

 

（１）曲げの基礎式 

 初め直線状態のはりが曲げモーメント 

を受けて曲線に変化した場合、この曲線 

各点の垂直変位をたわみ、たわみ曲線上 

の接線が、変形前の直線となす角度をた 

わみ角という。曲率半径ρとたわみwの        図 1.14 たわみ曲線 
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関係は、図 1.14参照して、次式で与えられる。  

                    

     

( ){ } 2/32

22

/1

/1

dxdv

dxvd

+
−=

ρ
               (1.31) 

 
 はりの弾性域内の曲げでは、ラジアンで表示されたたわみ角 dxdv / は１に

比べて十分に比べて小さく、式(1.31)で ( )2/ dxdv は無視できるとしたら 

 

    ( )22 //1 dxvd−=ρ                    (1.31) 

 
となる。式(1.1)を用いると、ひずみは 

 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2

dx
vdyy

ρ
ε    (1.32) 

 
と表せる。式(1.5)の曲げモーメント 

と曲率の関係式を式(1.31)に代入すると 

 

  ( )EIMdxvd // 22 −=   (1.33) 

 
が得られる。次に、図 1.15に分布荷重 
を受けるはりの微小部分dxを表すが、 

dx部分の垂直方向の力のつり合いから 

 

  ( ) 0/ =−−+ pdxFdxdxdFF     

fdxdF =/        (1.34)   図 1,15はりの微小部分つり合い 

dx
dx
dFF +
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また、右側断面における力のモーメントのつり合いから 

 

   

 
となる。左辺の第５項の高次の微少量を省略すると次式を得る。                

 
      FdxdM =/                                       (1.35) 

 
式(1.34)と(1.35)を組み合わせた 

 

    fdxMd =22 /                     (1.36) 

 
式を用いて、式(1.33)を xで２回微分して EI を両辺にかけると、たわみと分
布荷重の関係式を得る。 

 

   ( ) fdxvdEI −=44 /                    (1.37) 

                  
 はりに作用する曲げモーメントM が与えられた場合は式(1.33)を２回積分

して、２つの積分定数はたわみ、たわみ角の境界条件で決めれば、たわみ曲線

は求まる。分布荷重 f が与えられている場合は、分布荷重による曲げモーメ

ント分布を求めなくても、直接式(1.37)を４回積分して、４つの積分定数はは

りの両端の境界条件、たわみ、たわみ角以外にせん断力、曲げモーメントの中

で２つずつ用いて決定することになる。また、はりの形状、荷重条件が左右対

称の場合は、はりの中央でたわみ波形の対称条件 )0/( =dxdv を用いること

もできる。 

 

( ) 02// =⋅−−−+ dxfdxFdxMdxdxdMM
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（２）各境界条件および各荷重条件におけるたわみの最大値 

 代表的な荷重の形態としては、はりの一点に荷重が作用する極限的な場合の

考えた集中荷重(concentrated load)、はりの軸方向のある長さに沿って荷重が

分布して作用する分布荷重(distributed load)、特にはりの全長に沿って荷重が

分布して作用する場合や、その分布荷重の大きさが一様な場合、ある関数で変

化する場合などが多くの場合が考えられる。 

はりの端末の境界条件としては、①固定、②支持、③自由の３通りが考えら

れるが、これらは次式で表せる。 

 
①固定： たわみ 0=v   たわみ角 0/ =dxdv  

②支持： たわみ 0=v  曲げモーメント 0/0 22 =→= dxvdM  

③自由： 曲げモーメント 0/0 22 =→= dxvdM 、 

せん断力 0/0 33 =→= dxvdF                       (1.38) 

                                
 はりの両端が、固定－自由（片もちはり）と支持－支持（両端支持はり）の 

場合は、静定はり(statically determinated beam)とよび、力とモーメントの

つり合い条件だけで解ける。一方、固定－支持と固定―固定の場合は、不静定

はり(statically indeterminated beam)とよび、力とモーメントのつり合い条

件だけで解けず、はりの変形条件を導入して解くことになる。 

表 1.4にはりの中央もしくは先端に作用する集中荷重、はりの全長に沿って

一様な分布荷重、さらに長さに沿って直線的に変化する分布荷重の場合を負荷

の代表的な例として、２通りの静定および不静定境界条件の各組み合わせにつ

いて、それぞれの場合のたわみとたわみ角の最大値を示した。実際の場合でこ

れらの荷重が複数作用する場合は、重ね合わせ(superposition)の定理により、

それぞれ単独な場合の結果の和として考えればよい。 
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表 1.4 各境界条件の下で集中、分布荷重を受ける場合のたわみの最大値 

曲げモーメントの式
曲げモーメントの最大値
せん断力の最大値

はりの種類と荷重条件 たわみの最大値

PxM =

PlM max =

PFmax =

EI
Plvmax 3

3

−=

)llxx(fM
88

5
2

22

0 +−=

( )0
8
1 2

0 =−= xlfM max

lfFmax 08
5

=

EI.
lfvmax 6184

4
0−=

)llxx(fM
122

1
2
1 2

2
0 +−=

( )l,xlfM max 0
12

2
0 ==

( )l,xlfFmax 0
2
0 ==

EI
lfvmax 384

4
0−=

曲 げ モ ー メ ン ト の 式
曲 げ モ ー メ ン ト の 最 大 値
せ ん 断 力 の 最 大 値

は り の 種 類 と 荷 重 条 件 た わ み の 最 大 値

2
00 2

1
2
1 xflxfM +−=

8

2
0lfM max −=

lfFmax 02
1

−=

EI
lfvmax 384

5 4
0−=

( )1
2 0 lxx

l
PlM ≤≤−=

( )21
1 lxl)xl(

l
PlM ≤≤−−=

)lll(Pl

P
l
llM max

24 21

21

==−=

−=

PFmax −=

)lll(

EI
Pl
EIl

lPlvmax

2

48

3

21

3

2
2

2
1

==

−=

−=

2
02

1 xfM =

2
02

1 lfM max =

lfFmax 0=

EI
lfvmax 8

4
0−=


