
第７章 はりの種々の問題  

 

問題７.1  この問題は棒の自重による圧縮応力と、 

曲げによる縁応力（圧縮）を計算させる問題である。 

荷重ははりに対して斜めに作用しているので多少複雑である。まず支点の反力を図のようにとり、

棒全体の全体のつり合いを考える。 

・左右の力のつりあい： BHAH RR =       ① 

・ 上下の力のつりあい（棒の単位長さあたりの重さ 

を pとする）： pLRBV =          ② 

①と②式は本問題の解答に、直接は必要ない。 

AB間の鉛直距離＝ θsinL 、 ξ=x 点と B点の水平 

距離＝ θξ cos)( −L から 

・B点まわりのモーメントのつりあい： 

0cos)(sin 0∫ =⋅−=⋅ L
AH pdLLR ξθξθ   

θξθξθ cos
2
1

cos)(sin 2

0
pLpdLLR

L

AH ∫ =⋅−=⋅ →
θ
θ

sin2
cospL

RAH =   ③ 

○断面mnにかかる軸圧縮力（絶対値）Pは AHR の軸方向分力（ θcosAHR ）と上端からxまでの
棒の重さの軸方向分力（ θsinpx ）の和となるので 
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発生軸応力 xο は常に圧縮となるので、次式となる。 
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○断面 mn における曲げモーメント xM は、時計回りを正とし、自重による荷重は棒の軸線に対し

て斜めに作用しているので、軸線に垂直な成分のみを考える。 
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この曲げモーメントは xL > なので常にマイナスとなり、断面係数Z を用いて棒の上面での曲げ応

力（圧縮） xbσ が次式で得られる。 
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○断面mn（の上面）における圧縮応力の最大値 maxσ は⑤と⑥の和から 
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求まる。圧縮応力の最大値は式⑦をxで微分して、次式で与えられる。 
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問題７.2 水平からα の角度で傾いた状態で両端が支持されているはりに鉛直方向の等分布荷重

0f は、はりのｚ(水平)方向に αsin0f 、ｙ(垂直)方向に αcos0f と分解できる。ｙ方向の分布荷重

はｚ軸周りの曲げモーメント zM 、z 方向の分布荷重はｙ時周りの曲げモーメント yM をそれぞれ 

生じる。両曲げモーメントの式は、6.2節を参照すると、 
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両者ともに 2/l=x で最大となり、次式で与えられる。 
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ｚ軸周りの野断面二次モーメント 12/3bhI z = 、 max,zM による曲げ応力の最大値は、式(5.17)に

2/hy −= を用いて 
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次に、y軸周りの断面二次モーメント 12/3hbI y = 、 max,yM による曲げ応力の最大値は、同じく式

(5.17)と 2/bz −= で 
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 最大応力は、①と②を加えて、数値を代入すると、次の結果を得る。 
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問題７.3 部材BCに作用する外力Pは水平方向荷重 αcos1 PPy = と垂直荷重 αsinPPy = に分解

すると、図に示すように、部材ABには水平荷重 1yP 、曲げモーメント aPM y= が作用する。C点

に作用する水平荷重 1yP により部材BCの横方向変位 1v は、式(6.40)の片持ちはりが集中荷重を受け

る場合の結果を用いると、次にように求められる。 
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片持ちはりの先端に曲げモーメントを受ける場合の横方向変位 2v （たわみ）は、式(6.8)のたわみ

の微分方程式に代入すると、 



 EIMdxvd // 2
2

2 −= ， aPaPMdxvEId y ⋅−=−=−= αsin/ 2
2

2  

12 sin/ cxaPdxEIdv +⋅⋅−= α  ②， 21
2 2/sin cxcaxPEIv ++⋅−= α  ③ 

境界条件 0=x で 02 =v と 0/2 =dxdv を②と③代入すると、 021 == cc となり、その結果、先端

)( hx = で横変位 2v を得る。 
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 B点の横方向変位（たわみ）に関して①＋④＝０の条件から、解を得る。 
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問題７.4 両端支持で中央に集中荷重が作用する場合は、図6..7に示したように、はりの長さが半

分、半分の集中荷重を受ける片持ちはりが中央で左右につながった問題と考えられるので、幅が一

定の等強度はりの高さは、図 7.8に示したような放物線をはりの中央で連結した形（左右対称）に

なる。 

 次 に 等 分 布 荷 重 0f が 作 用 す る 場 合 の 曲 げ モ ー メ ン ト は 6.2 節 の 式       
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は l,0=x で 0=M 、 2/l=x で対称となり、最大値は次のように求まる。 
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x軸の原点をはりの左端からはりの中央に移す( )Xx =+ 2/l と、曲げモーメントの式は 

     2/)2/(2/)2/( 2
00 lll −+−−= XfXfM ＝ ( ) 2/4/22

0 l−Xf  

となり、今度は、曲げモーメントが中央 0=X で 8/2
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等強度はりを設計するために、はりの幅b一定とし、中央での高さを 0h 、X での高さをhとお

き、断面係数 6/2bhZ = を用い、中央断面 2/l=X での曲げ応力 
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を得る。はりの厚さは楕円形に変化する。 

 

 

 



問題７.5 木材と鋼板の積層材の幅をbとし、中立軸を式(7.24)から求めると 
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鋼板部分の中立軸に関する断面二次モーメント sI 、定義より 
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木 材 部 分 の 中 立 軸 に 関 す る 断 面 二 次 モ ー メ ン ト wI も 、 定 義 よ り 
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となる。両端支持で中央に集中荷重Pを受ける場合の最大曲げモーメントは 

4/max lPM −= を式(7.25)に代入した式 
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に、鋼板部分と木材部分でそれぞれ作用する応力の最大値を求めると 

 鋼板部分は mm46−=η を代入すると  
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 板材部分は mm1744620200 =−+=η を代入すると 
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たわみは、単一材の場合の式(6.28)のEIをに等価曲げ剛性に変えて 
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問題 7.6 式(7.32の sσ と maxcσ の比から bh0 を求める。 
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を得る。ここで hd ≈ とし、③に数値を代入して解を得る。 
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問題 7.7 コンクリートの自重によって生じる圧縮応力はAB面で最大になる。コンクリートの密度

を cρ とすると擁壁の自重は 2/0hgP c lρ= （紙面の垂直方向を単位幅とした）から圧縮応力、次式

で与えられる。 

( ) 2/1/ 0 lghP cc ρσ −=×−=    ① 

また、水圧により AB 面には曲げ応力が生じる。この曲げ応力は、水の密度を wρ とおくと、例題

6.1で lgf wρ=0 となり、 6/3
max lgM wρ= が求まり、曲げ応力は 
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となる。B点の応力ゼロの条件（①＋②＝０）から、解が求まる。 
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問題 7.8 両端支持のはりの場合の曲げモーメントの最大値は図 6.4から lll /21max PM −= を用い

て、まず垂直荷重Pの場合は、幅方向の軸周りに曲げモーメントを生じ、はりの下面が引張り状態

となり、軸方向に引張り応力が作用し、次のようにが求まる。 
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次に水平荷重点Pにより、厚さ方向の軸周りに曲げモーメントが生じ、はりの幅方向の手前の面が

引張り状態で、やはり軸方向に引張り応力となる。この応力は垂直荷重の場合と同様に計算され、 
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となる。両方の荷重による軸方向の引張り応力は両者の和から次の値となる。 
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問題 7.9 ラーメンをA点で仮想的に切断してみると、部材ABは両端支持はりに荷重Pとモーメ

ント 0M が作用するはりと考えられ、部材 ACは両端に曲げモーメント 0M だけが作用するはりと

考えられる。ラーメンの条件から点Aでの角度変化は生じないため、部材ABの角度 Aθ と部材AC

の角度 '
Aθ の和はゼロの条件から 0M をまず求める。 

 部材 ABの角度 Aθ は、両端支持で中央に集中荷重が作用する場合の右端でのたわみ角の式(6.29)



から求めた値を 1Aθ と同じく両端に曲げモーメントが作用する場合の式 (6.62)に

0,0 MMMx BA === を代入して求めた値 2Aθ の和と

なる。 

  EIaMEIPaAAA 2/16/ 0
2

21 +−=+= θθθ  ① 

部材ACの角度 Aθ ′ は式(6.62)に 0, MMMbx BA −===

を代入して 

EIbMA 2/0=′θ   ② 

①＋②の条件から 

  02/2/16/ 00
2 =++− EIbMEIaMEIPa  

 → ( )baPaMa += 8/2  

部材 ABの最大曲げモーメントは両端支持で中央に手

中荷重が作用した場合の結果に 0M を足し合わせて、

断面係数で割れば最大曲げ応力を得る。 
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問題 7.10 固定端からxでの曲げモーメントは、 ll 6/)( 3
0 xfM −= 、固定端では 6/2

00 lfM = （例

題 6.1参照）となるので、幅bを一定、固定端の厚さを 0h 、 xでの厚さをhとおくと等強度はりの

条件から、 
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 曲げの微分方程式 EIMdxvd // 22 −= に、上式で求めたhを I に代入して計算すると 
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問題 7.11 木材と鋼板の積層材の幅をbとし、中立軸を式(7.24)から求めると 
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部分の中立軸に関する断面二ーメント 1I 、定義より 
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バルサ部分の中立軸に関する断面二次モーメント 2I は 

( )
( ) ( )[ ] 46

337910010

69

22
2 109,11

3
693110021

1

mmdybydAyI
hh

h
×=

−−
=== ∫∫

−+

−

−+

−−

η

η
 

上のチタン部分の断面二次モーメント 3I は 
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できる。中央に集中荷重を受ける両端支持の曲げモーメントの最大値( )4/max lPM −= を式(7.25)に

代入して 
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上側のチタン部分の外側 mm5179130 =−=η に圧縮の応力の最大値 
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となる。また、たわみの最大値は両端支持で中央に集中荷重をうけるたわみの式(6.28)のEIを等価

剛性( )332211 IEIEIE ++ に変える。 
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103.34103109.114.5108.54103101048

3103

48

−
− ×−=

××+××+××××
××

−

++
−=

l

 

 



問題 7.12 鉄筋コンクリートはりのコンクリートの全断面積 22 8834/1514.35 mmAs =××= を鉄

筋コンクリートはりの中立軸の位置を求める式(7.31)に代入して 

( )
( ) mm

bnbdAnAnAh sss

183250/5002501588321588315883

/2

2/122

2./122
0

=



 ××××+×+×−=





 ++−=

 

コンクリートに生じる圧縮応力の最大値は式(7.32)に与えられた寸法を代入すると、 

  ( ) ( )3/
2

00
max hdbh

Ma
c −

=σ  → ( ) 9
6

103/183500250183
2

103 −×−×
=× aM

 

  )(103.0 5 mNMa ⋅×=  

分布荷重を受ける両端支持のはりの最大曲げモーメント 8/2
0lfM = と MMa = の条件から、 

 8/103.0 2
0

5 lf=×  → mmNmNf /65.9/1065.95/103.08 325
0 =×=××=  

鉄筋に生じる最大引張り応力は式(7.32)の最初の式から、次のような値を得る。 

 ( ) ( ) MPamN
hdA

M

s

a
s 8.77/108.77

3/183.05.010883
8/51065.9

3/
26

6

23

0
=×=

−×
××

=
−

= −σ  


